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WYKŁAD 12
2.8. Interferencja Fraunhofera

Dyfrakcja i interferencja Fraunhofera w warunkach laboratoryjnych

Rozpatrzymy teraz zjawiska związane z przechodzeniem światła emitowanego przez jedno źródło S przez nieprzeźroczysty ekran, w którym wykonano pewną liczbę jednakowych otworów.  Spełnienie warunku Fraunhofera:
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gdzie R jest szerokością obszaru obejmującego wszystkie otwory, L odległością ekranu od otworów, a λ długością fali światła oświetlającego otwory, nie jest wcale łatwe w warunkach laboratoryjnych; przyjmując, że R wynosi ok. 1 cm, λ 500 nm otrzymujemy, że L powinno być znacznie większe, powiedzmy, ze przynajmniej 10 razy od ilorazu ze wzoru (1); czyli powinno wynosić około 2000 m… 
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	Rys. 12-1. Uwzględnienie warunku Fraunhofera i obserwacja dyfrakcji i interferencji Fraunhofera w warunkach laboratoryjnych są możliwe dzięki zastosowaniu np. dwóch soczewek skupiających.  Źródło światła (S) i punkt P (ekran obserwacyjny) leżą w płaszczyznach ogniskowych tych soczewek.  Dzięki temu wiązki światła przechodzące przez ekran z otworami są równoległe, pomimo, iż odległości punktów S i P od ekranu są stosunkowo niewielkie. 




Dzięki zastosowaniu odpowiedniego układu optycznego możliwe jest jednak spełnienie warunku Fraunhofera i otrzymanie dyfrakcji i interferencji Fraunhofera w warunkach laboratoryjnych.  Na rys. 12-1 ekran z otworami jest oświetlony równoległą wiązką światła ze źródła S umieszczonego w płaszczyźnie ogniskowej soczewki znajdującej się pomiędzy źródłem i ekranem.  Z kolei dzięki zastosowaniu soczewki za ekranem, równoległa wiązka światła po przejściu przez otwory zostaje skupiona w jednym punkcie P na ekranie umieszczonym w płaszczyźnie ogniskowej tej soczewki.  Warto także zwrócić uwagę, że ponieważ każdy punkt źródła jest rzutowany na cały obszar zawierający otwory, układ optyczny tego typu zapewnia także wysoką spójność wiązki padającej.  
Interferencja Fraunhofera na N jednakowych, równoodległych otworach (szczelinach)

Na rys. 12-2 pokazujemy układ 6 otworów (szczelin) oświetlonych wiązką światła padającego prostopadle do ekranu (wiązki padającej nie pokazano).  Ponieważ fala padająca dociera do wszystkich otworów w tej samej chwili czasu, różnica dróg dla fal rozchodzących się z sąsiednich otworów w stronę punktu P leżącego daleko na ekranie obserwacyjnym, pokazana na rys. 12-2 dla otworów 1 i 2, będzie równa 
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 i będzie odpowiedzialna za całość różnicy faz pomiędzy falami ugiętymi na otworach 1 i 2 spotykającymi się w punkcie P.  
A zatem, o ile falę świetlną w punkcie P, pochodzącą od otworu 1, przedstawimy w postaci:
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to falę świetlną w punkcie P, pochodzącą od otworu 2 można zapisać w następujący sposób:
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	Rys. 12-2.  Nieprzeźroczysty ekran z 6 otworami (szczelinami) oświetlono równoległą wiązką światła padającą prostopadle do ekranu.  Kolejne otwory są rozmieszczone w odległości a.  Wszystkie otwory są jednakowe.  Rozważamy falę wypadkową w punkcie P, umieszczonym na ekranie obserwacyjnym (nie pokazanym) w odległości zgodnej z kryterium Fraunhofera.  Kierunki rozchodzenia się fal z poszczególnych otworów i dochodzących do punktu P są praktycznie równoległe.
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	Rys. 12-3.  Różnica dróg dla fal świetlnych dochodzących do punktu P na ekranie obserwacyjnym daleko od ekranu z otworami (warunek Fraunhofera), a pochodzących od kolejnych otworów (pokazano otwory 1 i 2) wyniesie a sinθ.  Kierunek do punktu P tworzy kąt θ z normalną do powierzchni ekranu z otworami.




Zatem falę świetlną w punkcie P, pochodzącą od n-tego otworu można przedstawić w następujący sposób:
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(4)

a całkowitą, wypadkową falę świetlną w punkcie P od N otworów będzie reprezentować następująca suma:
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gdzie F to tzw. czynnik interferencyjny (zgodnie z oczekiwaniami jest on równy sumie po wszystkich otworach) wyrażający się poprzez b, iloraz szeregu geometrycznego.  Z kolei b zależy od odległości pomiędzy kolejnymi otworami a i od kąta θ w następujący sposób:
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(6)

Różnicę dróg, unormowaną względem długości fali λ oznaczyliśmy we wzorze (6) literą δ (podobnie jak dla przypadku dwóch otworów, patrz poprzednie wykłady):
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Po rozpisaniu F mamy:
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Wykorzystując wzór (7) otrzymamy następujące wyrażenie na F:
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Natężenie fali świetlnej w punkcie P będzie zatem równe:
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lub:
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(11)

gdzie funkcja I1(P) opisuje rozkład natężenia światła dla pojedynczego otworu (szczeliny), a punkt P jest punktem bieżącym na ekranie obserwacyjnym.  Rozkład ten będzie zawierać efekty dyfrakcyjne (ugięcie światła na pojedynczym otworze (szczelinie), natomiast drugi czynnik, (F(2, to czynnik interferencyjny, związany z nakładaniem się światła ugiętego na wszystkich otworach.  Efektami dyfrakcyjnymi (czyli funkcją I1(P)) zajmiemy się dokładniej w następnym wykładzie; teraz rozpatrzymy czynnik interferencyjny, (F(2.
	
[image: image20.png]100 0.2 04 0.6 0.8 8
10 b)
N N
[X
8

LHAAAAT




	Rys. 12-4.  Czynnik interferencyjny dla układu 10 równoodległych otworów.  W części a) przedstawione są przebiegi dwóch funkcji tworzących licznik i mianownik wyrażenia na (F(2, w części b) przedstawiono ich iloraz.  Warto zwrócić uwagę, że skala osi y jest liniowa w a) i logarytmiczna w b), gdzie obejmuje trzy rzędy wielkości.  Zakres zmienności zmiennej niezależnej ( jest od 0 do 1 i obejmuje on pełny okres periodycznej funkcji opisującej (F(2.  Warto pamiętać, że parametr ( jest związany z różnicą dróg dla sąsiednich otworów, a więc także z kątem θ wyznaczającym kierunek do punktu obserwacyjnego P.




Na rys. 12-4 a) przedstawiamy dwie funkcje tworzące czynnik interferencyjny dla układu 10 równoodległych i jednakowych otworów rozmieszczonych na osi Ox.  Ponieważ funkcja sin2(( jest funkcją periodyczną z okresem zmiennej niezależnej ( równym jeden, a okres argumentu funkcji sin2N(( jest równy 1/N (czyli jest podwielokrotnością okresu funkcji sin2((), zatem cała funkcja (F(2 = sin2N((/sin2((, pokazana na rys. 12-4 b), będzie także okresowa z okresem zmiennej ( równym jeden.  Dla ( całkowitych (( = m; m = 0, (1, (2, (3,... itd.) wyrażenie
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(12)

jest nieoznaczone (typu 0/0); przybliżając zatem funkcje z licznika i mianownika poprzez ich argumenty (dla ( ( 0) otrzymamy:
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(13)

Dla innych ( całkowitych, ze względu na okresowość funkcji, jej wartości muszą być takie same i równe N2.  Będą to wartości maksymalne, a odpowiadające im prążki jasne będziemy nazywali prążkami głównymi.  Inne lokalne maksima funkcji (F(2 odpowiadać będą maksimom funkcji sin2N(( (a nie jej zerom, jak w przypadku maksimów głównych), a ich wartości będą znacznie mniejsze, rzędu 1.  Będą one odpowiadały tak zwanym jasnym prążkom bocznym albo wtórnym, a będzie ich, pomiędzy prążkami głównymi, N-2.  Prążki jasne rozdzielone są prążkami ciemnymi, których będzie, pomiędzy dwoma kolejnymi prążkami głównymi, N-1.  Szerokości prążków głównych są odwrotnie proporcjonalne do N; nieco dokładniej, dwa zera ograniczające prążek główny będą od siebie odległe o 2/N (patrz rys. 12-4).  Fakt ten tłumaczy proporcjonalność natężenia w maksimum głównym do kwadratu liczby otworów; spodziewamy się proporcjonalności całkowitego natężenia do całkowitej liczby otworów N (zasada zachowania energii) i tak rzeczywiście jest; ponieważ jednak ta sama ilość światła (proporcjonalna do N) przypada na prążek, którego szerokość maleje z N, natężenie w maksimum powinno rosnąć z kwadratem N tak by iloczyn maksimum i szerokości pozostał stały.  Ze wzrostem liczby otworów przybywa maksimów wtórnych i prążków ciemnych, a prążki główne robią się coraz węższe i jaśniejsze.  Zbiór punktów o stałej wartości (, której odpowiadać będzie stałe natężenie światła, będzie (dla otworów) należał do powierzchni  ( = const; oczywiście powierzchnia ta będzie stożkiem o wierzchołku w punkcie leżącym pomiędzy otworami i o osi leżącej na osi Ox, wzdłuż której leżą otwory.  Prążki jasne (ciemne zresztą też), otrzymane w wyniku przecięcia odpowiednich stożków płaszczyzną ekranu, będą zatem opisane odpowiednimi krzywymi stożkowymi.  Warto zwrócić uwagę, że będzie tak tylko dla otworów, a nie np. dla szczelin.
Siatki dyfrakcyjne

Własności układu wielu równoległych i równoodległych szczelin zostały wykorzystane w tzw. siatkach dyfrakcyjnych, które umożliwiają jeden z najdokładniejszych pomiarów (długości fali światła) rutynowo wykonywanych przez fizyków pracujących w wielu różnych działach fizyki.  Pierwsze siatki dyfrakcyjne zostały wykonane przez Fraunhofera już w 1820 roku.

Podstawowy rodzaj siatki dyfrakcyjnej, to tzw. siatka odbiciowa “rozjaśniona” pokazana na rys. 12-5.  Ponieważ wiązka światła ze źródła S nie pada na siatkę prostopadle (tylko pod kątem (1) różnica faz dla fal ugiętych na sąsiednich otworach będzie składała się z dwóch podobnych wyrazów.  Zatem maksima główne siatki dyfrakcyjnej tego typu muszą spełniać następujący warunek:
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	Rys. 12-5.  Odbiciowa siatka dyfrakcyjna (fragment).  Dla określonego kąta padania (1, kąt (2 będzie miarą długości fali światła ugiętego na siatce w kierunku punktu P (patrz tekst).  Kierunek “rozjaśnienia” wyznaczony jest przez warunek równości kątów padania i odbicia wzgledem normalnej do powierzchni “zębów” siatki, pełniących rolę szczelin.  “Szerokość kątowa” rozjaśnienia, czyli zakres siatki, zależy od szerokości pojedynczego “zęba”, która określa wielkość dyfrakcji, a zatem także kątową szerokość obrazu dyfrakcyjno - interferencyjnego.
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(14)

gdzie m będziemy nazywać rzędem siatki.  Dla ustalonego kąta padania (1 (powiedzmy, że (1 = 0), dla każdego rzędu siatki m będziemy mieli wobec tego wzajemnie jednoznaczne przyporządkowanie pomiędzy kątem (2 i długością fali (.  A więc pomiar długości fali można sprowadzić do pomiaru kąta, albo położenia odpowiedniego prążka, który to pomiar może być bardzo dokładny.  W praktyce robi to się najczęściej nieco inaczej; przy ustalonych kierunkach do punktów P i S (których rolę grają szczeliny wyjściowa i wejściowa spektrometru), obracamy całą siatką i mierzymy jej kąt obrotu (jedno z najbardziej popularnych rozwiązań tego typu przedstawiono na rys. 12-6).  Mamy wówczas:
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(15)

gdzie ( jest kątem obrotu siatki, zaś (0 jest pewnym stałym kątem, którego wielkość wynika z geometrii układu.  Przyrządy takie często nazywa się monochromatorami; inna nazwa, spektrograf, jest zarezerwowana dla przyrządu w którym nie ma szczeliny wyjściowej.  Zamiast szczeliny stosowano dawniej płyty fotograficzne umieszczone w płaszczyźnie ogniskowej odpowiedniej soczewki lub zwierciadła, a dzisiaj optyczne analizatory wielokanałowe (np. kamery CCD).
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	Rys. 12-6.  Monochromator w układzie Czerny–Turnera. Szczelina wejściowa WE (pełniąca rolę źródła światła S) znajduje się w płaszczyźnie ogniskowej zwierciadła wklęsłego Zw1, tworzącego równoległą wiązkę światła padającą na siatkę dyfrakcyjną (s dyfr).  Równoległa wiązka światła ugięta przez siatkę pada na zwierciadło wklęsłe Zw2, które ogniskuje ją na szczelinie wyjściowej WY, pełniącej rolę punktu P.  Na rysunku pokazano ustawienie siatki odpowiadające zerowemu rzędowi siatki.  Obrót siatki wokół pionowej osi przechodzącej przez środek siatki, pozwala na przejście do wyższych rzędów i wydzielenie ze światła padającego na szczelinę wejściową składowej o wymaganej długości fali (patrz tekst, wzory (19) i (28)).


Kryterium Rayleigha

Bardzo ważną sprawą w przypadku przyrządów takich jakich monochromatory czy spektrografy jest ich rozdzielczość spektralna, tzn. zdolność rozróżnienia dwóch bliskich długości fali.  Pytanie jest następujące: jak mało mogą się różnić dwie długości fali by odpowiadające im, lekko przesunięte prążki główne, nie zlewały się i żeby można było ciągle jeszcze je rozróżnić?  Przedyskutujemy ten problem na przykładzie omawianej wyżej odbiciowej i “rozjaśnionej” siatki dyfrakcyjnej, wykorzystując tzw. kryterium Rayleigha, chociaż kryterium to ma zastosowanie także w innych przypadkach. 
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	Rys. 12-7.  Kryterium Rayleigha.  Dwa prążki główne, odpowiadające różnym długościom fali (1 i (2 można rozróżnić, gdy maksimum pierwszego przypada nie bliżej niż na pierwsze minimum drugiego.  Na rysunku pokazano prążki główne otrzymane przy użyciu siatki o 10 rysach (N = 10).




Na rys. 12-7 pokazano rozkład natężeń dla którego, zgodnie z tzw kryterium Rayleigha, można jeszcze rozróżnić dwie bliskie długości fali, (1 i (2.  Kryterium to jest oczywiście trochę arbitralne, ale jest to w tej sytuacji nieuniknione.  Mamy zatem:
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(16)

Kąt (1 odpowiada maksimum (( = m) dla długości fali (1, natomiast kąt (2 odpowiada maksimum dla długości fali (2, ale jednocześnie będzie to, zgodnie z kryterium Rayleigha, minimum dla długości fali (1.  Ponieważ pierwsze minima dla długości fali (1 wypadają dla ( = m ± 1/N, mamy, zgodnie z rys. 12-7:
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Oznaczmy  
[image: image30.wmf](

)

(

)

a

+

a

+

a

sin

sin

0

  literą (.  Mamy wówczas, ze równania (17):
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gdzie różnica 
[image: image32.wmf]2
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 przyjmuje najmniejszą możliwą wartość (określoną przy pomocy kryterium Rayleigha), z drugiej zaś strony, ze wzoru (16) otrzymujemy ogólny związek pomiędzy długością fali λ i wielkością Φ:
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czyli


[image: image34.wmf]DF

=

l

D

m

a

 

 

.








(20)

Zestawiając razem wzory (20) i (18) otrzymujemy ostatecznie wyrażenie na najmniejszą możliwą różnicę długości fali:
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lub też, w innej, bardziej przyjętej postaci:
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gdzie ( określa się mianem zdolności rozdzielczej.  Przy okazji warto także zdefiniować tzw. dyspersję spektrometru.  Korzystając z równania (20) i równania definiującego wielkość warunek mamy:
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W płaszczyźnie szczeliny wyjściowej, dla ogniskowej zwierciadła równej f kątowi Δα odpowiada długość 
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zwana dyspersją monochromatora (spektrometru) będzie równa:
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Dyspersja pozwala oszacować zakres długości fali wydzielony przez monochromator; jeśli można zaniedbać efekty dyfrakcji na szczelinach to, przy równych szczelinach o szerokości w, mamy:
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W symetrycznym układzie Czerny-Turnera, będzie trochę inaczej gdyż:
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gdzie wielkość α0 będzie zależna od geometrii układu (w grubym przybliżeniu tg α0 będzie równy długości monochromatora podzielonej przez połowę jego szerokości, wiecie dlaczego?).  W przybliżeniu małych kątów α można rozwinąć funkcję sin (będzie to niezłe przybliżenie nawet jeśli weźmiemy tylko pierwszy wyraz rozwinięcia bo drugie wyrazy się zniosą) i otrzymamy:
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i mamy dalej:
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gdzie wielkość cosα0 jak już wspomnieliśmy poprzednio, zależy od geometrii układu.
Podsumowanie

1. Warunek interferencji Fraunhofera 
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 można spełnić w warunkach laboratoryjnych i otrzymać dyfrakcję i interferencję Fraunhofera wykorzystując układ optyczny składający się z dwóch soczewek.  W płaszczyznach ogniskowych tych soczewek umieszczamy źródło światła S i ekran obserwacyjny.  Zapewnia to równoległość oraz spójność odpowiednich wiązek światła.

2. W układzie równoodległych otworów lub szczelin silne wzmocnienie uzyskujemy w kierunkach, dla których różnica odległości od kolejnych otworów do punktu P (obserwacyjnego) jest równa całkowitej wielokrotności m długości fali światła.  Liczbę m nazywamy rzędem siatki.

3. Z wyjątkiem rzędu zerowego, kąt θ odpowiadający głównym maksimom interferencyjnym zależy od długości fali światła; może być zatem użyty jako jej miara.  Stanowi to podstawę działania siatek dyfrakcyjnych.

4. Natężenie światła w głównych maksimach jest proporcjonalne do kwadratu całkowitej liczby szczelin N oświetlonych spójnie przez wiązkę światła padającego na siatkę dyfrakcyjną.  Szerokość prążka interferencyjnego na ekranie obserwacyjnym jest odwrotnie proporcjonalna do liczby szczelin N.

5. Rozdzielczość siatki dyfrakcyjnej określa się stosując kryterium Rayleigha.  Rozdzielczość rośnie liniowo z rzędem siatki i jest także wprost proporcjonalna do liczby szczelin N.
6. Dyspersja monochromatora siatkowego zależy od geometrii układu (α0), od rzędu i stałej siatki i od ogniskowej zwierciadła lub soczewki skupiającej światło wychodzące na płaszczyźnie szczeliny wyjściowej.
Problemy do dyskusji, zadania

1. Oblicz szerokość głównego prążka interferencyjnego dla monochromatycznego światła o długości fali 500 nm wytwarzanego przez siatkę dyfrakcyjną o 1200 rysach na mm i długości 5 cm w płaszczyźnie zwierciadła wyjściowego spektrografu o ogniskowej 1 m.  
2. Długość fal linii wchodzących w skład tzw. dubletu sodowego wynoszą 5890 i 5896 Ǻ.  Jaka powinna być długość siatki dyfrakcyjnej o 600 rysach na mm, by można było przy jej pomocy rozdzielić te linie w widmie I rzędu?  

3. Na rysunku pokazano schemat monochromatora w układzie Czerny-Turnera.  Odległość pomiędzy szczelinami h wynosi 20 cm, ogniskowe obu zwierciadeł 50 cm, a siatka dyfrakcyjna ma 1200 rys/mm i 5 cm długości. 
a) czy istnieją takie kąty obrotu siatki,  dla których na szczelinie wyjściowej otrzymamy długości fali 300, 500 i 700 nm w I rzędzie?  Oblicz ich wartość. 
b) oblicz wartość dyspersji przyrządu w I rzędzie
c) oblicz najmniejszą odległość dwóch linii widmowych, które można rozdzielić tym przyrządem w I rzędzie.
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	Monochromator w układzie Czerny–Turnera. Szczelina wejściowa WE (pełniąca rolę źródła światła S) znajduje się w płaszczyźnie ogniskowej zwierciadła wklęsłego Zw1, tworzącego równoległą wiązkę światła padającą na siatkę dyfrakcyjną (s dyfr).  Równoległa wiązka światła ugięta przez siatkę pada na zwierciadło wklęsłe Zw2, które ogniskuje ją na szczelinie wyjściowej WY, pełniącej rolę punktu P.  Na rysunku pokazano ustawienie siatki odpowiadające zerowemu rzędowi siatki.  Obrót siatki wokół pionowej osi przechodzącej przez środek siatki, pozwala na wydzielenie ze światła padającego na szczelinę wejściową składowej o wymaganej długości fali.
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